1 Pradikatenlogik

e Syntax der PL

— Variable x; (i=1,2,3,...)
— Prddikatssymbol P¥
k Stelligkeit des P-Symbols, i laufende Nummer

— Funktionssymbol fF
k Stelligkeit , i laufende Nummer

e Terme

— Jede Variable ist ein Term

— falls f ein Funktionssymbol ist, und t4, ..., t; Terme sind, so ist auch fl.k(tl, wr i)
ein Term

Funktionssymbole der Stelligkeit 0: f; ist Konstante

Pradikatenlogische Formel F € PL ist

1. falls Pik Pradikatssymbol ist und fy, ..., tx Terme sind, so ist Pik(tl, . 1) ein
prad. Formel

(atomare Formel der PL)
2. istF € PL, so auch —F
3. Fund G € PL, so auch (FV G) und (F A G)

4. falls z eine Variable ist (z = x;) und F € PL, so auch 3 z F (Existenzoperator)
und auch V z F (All-Operator)

5. Nur solche Zeichenketten, der gemafs 1-4 in endlich vielen Schrfitten gebildet
werden konnen sind prad. Formeln
e Variablen
gebunden, falls x in der Teilformel 3 x G oder V x G vorkommt

Kommt keine Variable sowohl frei als auch gebunden vor, so heifst die Formel
bereinigt.

Eine Formel F € PL heifst Aussge g.d.w. jede Variable von F gebunden ist und
nicht frei vorkommt.
e Matrix einer Formel F: F*

erhélt man aus F durch Streichen aller Zeichen 3 und V einschliefSlich der jeweils
folgenden Variablen



e Semantik von PL

— Wihle eine Grundmenge (Universum)
— interpretiere jedes Pradikatssymbol P¥ durch ein k-stelliges Pradikat iiber U

— interpretiere jedes Funktionssymbol f¥ durch eine k-stellige Funktion tiber
U

e passende Strukturen
A = (U 4,1 4) mit U: Universum, I: Interpretation unter A
I 4 bildet jedes k-stellige Pradikatssymbol Py ab in ein k-stelliges Pradikat iiber U
(Pradikat ist Relation: Teilmenge des kartesischen Produktes)
Py — RC U,

I 4 bildet jedes k-stellige Funktionssymbol f; ab in eine k-stellige Funktion {iber
U

jeder freien Variablen wird ein Element aus U 4 zugeordnet
o erfiillbare Formel
F hat Modell < es existiert eine passende Struktur A(U 4,14), so dass A(F) =1
Falls jede passende Struktur fiir F erfiillend ist, so heifst F giiltig
F heifst unerfiillbar < jede passende Struktur ist nicht erfiillend

e semantische Aquivalenz

Zwei Formeln F, G € PL heifien (semantisch) dquivalent, falls es fiir jede fiir beide
Formeln passene Struktur A(U 4,1 4) gilt A(F) = A(G)

e Aquivalenzen

es gelten alle aussgenlogischen Aquivalenzen
- Vxf=3dx-F
-Ixf=Vx—F
Falls x in G nicht frei vorkommt gilt:
(VxFAG)=VYx (FAG)und (Vx FVG)=Vx (FVG)
(xFAG)=3x (FAG)und 3x FVG)=3x (FVG)
- (VxFAVXxG)=Vx (FAG)
(3xFv3dxG)=3x (FVG)
- VxVy F=VyVx F
dxdy F=dy3dx F
— Vorsicht:
(Vx FVVxG) £Vx (FVG)
(3x FA3xG) # Jdx (FAG)



Substitution

Sei F € PL, x eine Variable und t ein Term. Dann ist F[x/t] die Formel € PL, die
man aus F erhélt, wenn man jedes freie Vorkommen von x in F durch den Term t
ersetzt.

Lemma (gebundene Umbenennung)

Sei F = QzG € PL mit Q € {V, 3} (Q: Quantor)

Es sei y eine Variable, die nicht in G vorkommt.

Dann gilt F = QyGJz,y]

Lemma

Zu jeder Formel F € PL gibt es eine (semantisch) dquivalente Formel G die bere-
inigt ist

Pranexform (Normalform)

Eine Formel F € PL heifdt prdnex oder in Pranexform, falls sie die Form hat:

F = Qiy1Q2y2, ..., QuynF* (F* enthélt keine Quantoren)

Satz

Fiir jede Formel F € PL gibt es eine dquivalente (und bereinigte) Formel BPF(F) in
Pranexform F = BPF(F)

BPF: bereinigte Pranexform

Beweis: durch strukturelle Induktion (mit Aquivalenzregeln)

Skolem-Normalform mit Skolem-Algorithmus

Input: F in Pranexform (bereinigt), F = Q1y1Q2y2...QuynF*
while F enthilt einen Existenzquantor do

0.E. F = V1 Vyo.. VY31 (..Quyn F*)

Sei f]’; ein neues k-stelliges Funktionssymbol

ersetze F — Vi V2. Vi Gy, | Fiy i)
end

Output: Output ist eine Formel aus PL ohne Existenzquantor

Satz (Erfiillbarkeitsaquivalenz)
Fiir jede Formel F in BPF gilt:
F ist erfiillbar < SKOLEM(F) erfiillbar



e Entscheidung der Erfiillbarkeit: nutze Herbrand-Universum (Jaques Herbrand)
Uy (F): Menge aller variablenfreien Terme von F und Funktionssymbole

Uy(F) = {a1,..aq0,f11(a1), ...fll(aqo),le(al),....,f%(aqo), ...,fzz(aqo,al), o}

ist abzdhlbar unendlich, falls es min. eine Konstante gibt und ein k-stelliges Funk-
tionssymbol mit k > 1
e Definition Herbrand-Struktur
A= Uz, 14)
A ist Herbrand-Struktur, wenn gilt:
1. Uy = Ug(F)

2. fir jedes in F vorkommende Funktionssymbol fk und tq, ..., tx € Uy(F) ist
A, o tr) = f(t1, o ) € Un(F)
kurz: A(t) =t
e Satz (F in Skolemform)
F erfiillbar < F besitzt Herbrand-Modell
Beweis:
«: klar

— : Konstruktion des Herbrand-Modell

e Herbrand-Expansion
F =Vx1Vx,..Vx, F*
Dann ist E(F) = {F*[x1|t1][x2|t2]...[xn|tn] | t1, -, tn € Un(F)}
z.B.: VxVyVzP(x, f(y), g(x,2))
Un(F) = {a,f(a),g(a,a), f(g(a,a)),&(f(a),a)}
E(F) = {P(a, f(a),g(a,a)), P(g(a,a), f(f(a)),8(a,a)),..} = {F, B, F5, ..}
(Menge von AL-Formeln)
e Satz (Godel-Herbrand-Skolem)
Fiir jede Aussagen F € PL in Skolemnormalform gilt:
F erfiillbar < E(F) erfiillbar

e Satz (Herbrand)

Eine Aussage F (in Skolemform) ist unerfiillbar < es ex. endliche Teilmenge von
E(F) die (im AL-Sinne) unerfillbar ist



e Algorithmus von Gilmore

Input: F in Skolemform, E(F)

n=0
wiederhole
n=n+1

bis (F; A F, A ... A F) ist unerfiillbar
Output: gibt ”F ist unerfiillbar”
Semi-Entscheidungsverfahren

Folge: F ist unerfiillbar < —F ist giiltig
AF) =0 A(-F) =1

e Das Unerfiillbarkeitsproblem und das Giiltigkeitsproblem sind semi-entscheidbar

e Satz
Das Entscheidungsproblem der PL (gegeben eine Formel F € PL: ist F erfiillbar?)
ist unentscheidbar!
e Grundresolution (der PL)
Input: Aussage F in Skolem-Form mit Matrix F* in KNF
E(F)={F,F,..}
i=0
M=g
wiederhole
i=i+1
M=MU {F}
M = Res*(M)
wobei () € M
gibt “unerfiillbar” aus und stoppt



