1 Aussagenlogik AL: Verkniipfung von Aussagen

Syntax

atomare Formeln A,B,C sind AL-Formeln
F und G AL-Formeln = (FAG),(FVG) und — F AL-Formeln
miissen in endlich vielen Schritten gebildet werden kénnen

echtes Teilwort heifst Teilformel

Semantik (Wahrheitswerte: {1,0})

Belegungen der atomaren Formeln,z.B. A(A;) =1
(G V H): Disjunktion (ODER)

(G A H): Konjunktion (UND)

—G: Negation (NICHT)

Bemerkungen

Syntaxbaum (Wurzelbaum): Zur Bestimmung des Wahrheitswerts
F=((A1NA3) V—A,)

D ={A1, A3, A4}

A A(A1) =1, A(A3) =0, A(Ag) =1

Al A'(A1) =1, A/(A3) =0, A (A4) =0

A’ ist erfiillende Belegung fiir F

D sind atomare Formeln von F (|D| = n = 2" mogl. Belegungen)
A(F) ist von der Reihenfolge der Auswertung unabhingig
passende Belegung A: D — {0,1}, falls Dp <D (Jede Formel hat Wert)
erfiillende Belegung (Modell fiir F): A(F) =1

Formel ist erfiillbar, wenn es min. ein Modell gibt

Formel heifdt giiltig: jede passende Belegung ist erfiillende Belegung (Tautologie)

(—F ist unerfiillbar)
Es gibt Formeln die nicht erfiillbar sind (heiflen Widerspruch)
Es gibt Tautologien: A(F) = 1 oder A(F) =0



Semantische Aquivalenz F = G

falls gilt A: D — {0, 1} mit A(F) = A(G)

z.B. Nachzupriifen durch Wahrheitswert(WW)-Tafel
A B (AVB) ((AVB)VB)

A1 0 0 0 0
A, 0 1 1 1
A3 1 0 1 1
Ay 1 1 1 1

Aufwand: 2" bei n atomaren Formeln

Implikation: F impliziert G (F — G) = (- FV G)

Implikation nur dann nicht erfiillt, wenn F erfiillt, aber G nicht
Folgerung (aus F folgt G) F | = G

AF) =1= AG) =1

F=G&F|=GundG|=F

Deduktionstheorem

F| =G g.d.w. (F — G) ist Tautologie

Einheits-Resolution

(((AV B) A—=B) — A) ist Tautologie

Resolution benutzt man um die Erfiillbarkeit rein syntaktisch zu entscheiden
Erfiillbarkeit bei gegebener Belegung priifen: linearer Aufwand (Syntaxbaum)

Moglichkeiten um Erfiillbarkeit zu priifen: WW-Tafel, Horn-Algorithmus, 2-Sat-
Graph, Resolution



2 Aquivalenzen und Normalformen

° Aquivalenzen

- F=TF
-F=G=G=F
-F=G,G=H=F=H

e Ersetzbarkeitstheorem

F = G. H ist Formel in der F als Teilformel vorkommt = H = H' mit H’ ent-
standen aus H, wobei F durch G ersetzt wurde

(Beweis per struktureller Induktion)

¢ Semantische Aquivalenzen

(FNF)=F=(FVF) Idempotenz
(FAG)=(GAF) Kommutativitaet
(FVG)=(GVF) Kommutativitaet
(FANAG)ANH)=(FA(GAH)) Assoziativgesetze
((FVG)VH)=(FV(GVH)) Assoziativgesetze
(FA(FVG))=F Absorptions—
(FV(FAG))=F gesetze
(FA(GVH))=((FANG)V(FAH)) Distributivgesetze
-—F=F Doppelnegation
—~(FAG) = (—-FV-G) De Morgan
—(FVG) = (-FA-G)

(F = G) = (<G — —F)
(~FV G) = (-G V —F)

e Normalformen

Literal: atomare Formel oder die Negation einer atomaren Formel
n m;
Konjunktive Normalform (KNF): F = /\ ( \/ Li;)
i=1 j=1
n m;
Disjunktive Normalform (DNF): F = \/( /\ Lij)
i=1 j=1

e Beispiel zur Umformung KNF/DNF
(FV(GAH))=((FVG)A(FVH))



e Algorithmus zur Normalisierung (o.E. KNF)

1. Erstze in F jedes Vorkommen einer Teilformel
-G durch G,
—(G A H) durch (-G V —H),
(GV H) durch (-G A —H)
bis keine derartige Teilformel mehr vorkommt
2. Ersetze jedes Vorkommen einer Teilformel
(FV(GAH))durch (FVG)A(FVH))
((FAG)V H) durch (FVH)A(GVH))
bis keine derartige Teilformel mehr vorkommt
= Resultat KNF, die semantisch dquivalent zur Ausgangsformel F

e Normalisierung mittels WW-Tabelle

1. Betrachte Belegungen bei denen Formel erfiillt
= verkniipfe mit A und diese Teilformeln mit V = DNF

2. Betrachte Nullstellen .A(F) und konstruiere fiir jede Nullstelle eine Klausel
A(F) =0von (=AV =BV C) (110) und verkniipfe diese mit A = KNF

e Satz
Fiir jede Formel F € AL gibt es (min.) eine semantisch dquivalente Formel in KNF
und auch (min.) eine semantisch dquivalente in DNF
Beweis per struktureller Induktion(mit Rekursionsschema)
Mittels Normalisierung ergibt sich |Dr| =n
KNEF: ng Literale, DNF: 17 Literale
mit ng + n; =2"
KNF und DNF haben zusammen 2" x n Literale

e Anzahl semantisch unterschiedl. Formeln (n atomare Formeln)
Menge aller 1-Stelle in WW-Tabelle (m = 2" Belegungen)

1+m+ W +...=2" = 22" yersch. Formeln

(Anzahl unterschiedl. WW-Tabellen)
¢ Bemerkungen

— KNF / DNF sind nicht eindeutig bestimmt

- Jede Formel induziert Boolsche Funktion f: {0,1}" — {0,1}, F — A(F)
semantisch dquivalente Formeln haben gleiche boolsche Funktion
zu jeder boolsche Funktion ex. Formel mit A(F) = f

Um jede boolsche Fkt mittels A, V, - realisieren zu konnen brauchen wir (im

worst-case-Fall) mindestens —2— — 1 Zeichen, % Gatter

21’!
logs (n+5) * logo (n+5)



3 Hornformeln

e Fist Hornformel < F in KNF und jede Klausel enthélt hochstens ein pos. Literal

e Horn-Algorithmus

n n;
Input: Hornformel F = /\ F; (m Klauseln) und F; = \/
i=1 j=1

1. Besteht eine Klausel aus genau einem pos. Literal so markiere dieses pos.
Literal

2. Streiche jede Klausel in der ein markiertes Literal positiv vorkommt
(insbes. jede Formel aus (1))

3. Streiche in jeder Klausel jedes negative Literal das markiert ist

Output: bleit nach Streichen eine Klausel ohne Literale (leere Klausel) iibrig, so
gebe aus:

”Fist nicht erfiillbar” andernfalls ”F ist erfiillbar” mit A = { 1 {alls A markiert wurde }

0 sonst

(diese erfiillende Belegung ist auch minimales Modell)

e Aufwand des HA
n atomare Formeln mit F=Cy A .. ACy,
N Anzahl der in F insgesamt genannten Literale, 0.E. N <n*m
Pro Scan O(N) fiir 1. und O(N) fiir 2.,3 und hochstens n Scans
= Gesamtformel € O(n * N) (polynomial mit der Eingabelidnge)

e Zum Beweis des HA (Induktion)

— bricht nach hochstens n Markierungsschritten ab
— Restformel bleibt immer Hornformel

- Verringerung der Klauselzahl



4 k-Sat-Formeln

Eine Formel F in KNF bei der jede Klausel k Literale enthilt heifst k-SAT-Formel
SAT-Problem <« Erfiillbarkeitsproblem (satisfiability)

4.1 2-Sat-Formeln
e Jede 2-Sat-Klausel erzeugt eine semantisch dquivalente Implikation
e 2-SAT-Graphen, Implikationsgraph
1. Fiir jede atomare Formel A; von F reserviere eine Ecke fiir A; und —A;
2. Firjede Klausel (L; V L) fiihre ein Pfeil (-L; — Ly) und (=L, — L)

e Satz (Unerfiillbarkeit)

Die 2-SAT-Formel F ist genau dann nicht erfiillbar, wenn es im 2-SAT-Graphen
einen (Implikationen-)Kreis gibt, der eine atomare Formel A; von F und —A;
bertihrt

Beweis: Ubung ?
¢ Konstruktion einer erfiillenden Belegung falls ein solcher Kreis nicht existiert:

Wihle Literal L, das noch nicht belegt ist und fiir das Kein Weg von L nach —~L im
2-Sat-Graphen existiert mit 1 und alle L aus erreichbaren Literale (auch mit 1)



4.2 Max SAT

Menge M = {Cy, ..., C;y } von m Klauseln mit F = C; A ... A Cp, nicht erfiillbar.
Problem: Wie grofs ist die Anzahl der gleichzeitig erfiillbaren Klauseln maximal?
m: maximale Anzahl der gleichzeitig erfiillbaren Klauseln
F erfiillbar & 7 =m
m > % gilt immer (mit Belegung und Komplementirbelegung)

o zufillige Belegung
Wahscheinlichkeit fiir best. Belegung p(A) = % (ftr eine Klausel)

Wahrscheinlichkeit, dass Klausel C; erfiillt: 217(2" — 1) und nicht erfillt: % (da
genau 1 nicht-Modell existiert)

Erwartungswert der Anzahl Z der erfiillten Klauseln von f (fiir k-SAT-Formeln)
ok —1 2k—1 1

E(Z)ng(cz) :; ok =m ok m(l_?)

e Es muss mindestens eine Belegung geben, die mindestens m (1 — 217) Klauseln
gleichzeitig erfiillt (Erdos)
e Algorithmus von D.S. Johnson

Input: atomare Formeln Ay, ..., A,, Klauselmenge M = {Cy, ..., C, }, C; sei k;-Klausel
(enthdlt k; Literale)

1. Setze Gewicht w(C;) «+ 2171 firi=1,...m
m
r—wM) =) w(C;)w(@)=0
i=1

2. UNERFULLT =M
3. fori=1,...ndo

sei ERFULLBAR( die Teilmenge aller Klauseln aus UNERFULLT, die A;
enthalt

sei ERFULLBAR”) die Teilmenge aller Klauseln aus UNERFULLT, die —A;
enthalt

4. wihle den Wahrheitswert t (fiir A;), so dass das Gewicht von ERFULLBAR®)

maximal ist
5. markiere atomare Formel A; mit Wahrheitswert t

6. 16sche ERFULLBAR") aus UNERFULLT

7. verdopple das Gewicht jeder Klausel in ERFULLBAR(~Y
8. end for

Output: die Belegung A erfiillt bei k-SAT-Formeln min. m * (1 — 5;) Klauseln
gleichzeitig (aber nicht notwendigerweise Maximalzahl)



e Bemerkungen

- Gewichtsreduktion min. so groff wie Gewichtszunahme von w(UNERFULLT)

- bei Abbruch enthilt UNERFULLT die durch M nicht erfiillten Klauseln

- das Gewicht jeder nicht erfiillten Klausel C; wurde genau k; mal verdoppelt
w(UNERFULLT) < 2

- Anzahl der bei M erfiillten Klauseln z: z > m * (1 — 217)

- Aufwand des Johnson-Algorithmus
pro Iteration O(m?), insg: O(nm?)

- i.A. gilt nicht zjopue0n =M

— Entscheidungsproblem der Erfiillbarkeit von 3-Sat-Formeln ist NP-vollstandig

falls Johnson immer 7 = zj,450, Wére er Verfahren fiir die Entscheidung der
Erftillbarkeit von 3-Sat-Formeln

e NP-Vollstindig

vollstindige Schwierigkeit aller Sprachen aus Komplexititsklasse NP

e NP-hart

Problem ist mindestens so schwer wie jedes beliebige Problem aus NP



4.3 Randomisierte Erfiillbarkeitstests fur k-SAT-Formeln

e Algorithmus von Uwe Schoning

Input: Klauselmenge M = {Cjy, ..., C, } (KNF) und zugeh. atomare Formeln Ay, ..., A,
und |G| =k, i=1,..m

IstF=C; A ... A Cy, erfiillbar?

1. Wihle eine Belegung A zufillig und gleichverteilt aus der Menge aller Bele-
gungen fiir A(F)

(A: Startbelegung)

FOR 3n Schritte DO

IF A(F) =1

Stop: “F ist erftillbar und A ist Modell fiir F”

END IF

Wihle Klausel ¢ € M die bei A nicht erfiillt ist

Wihle zufillig und gleichverteilt ein Literal L aus dieser Klausel C, C =C; =
(Lil V..V Li,,)

8. flippe Belegung von L
9. END FOR
10. Abbruch ohne erfiillende Belegung “Kein Erfolg bei diesem Durchgang”

N Al LN

Wiederhole diese Durchgénge t mal t € IN+ falls die bisherigen Durchgénge
erfolglos waren

Output: bei Erfolg wie in (4)
bei t-facher Wiederholung ohne Erfolg: ”F ist nicht erfiillbar”
e Bemerkungen zu Schonig-Algorithmus

1. erfiillbare Formel F in 3-KNF = Erfolgswahrscheinlichkeit pro Durchlauf p
-y
2. erfiillbare Formel F mit falschen Output mit Fehlerwahrscheinlichkeit <e~tp

: .omo_ Anzahl Klauseln
e Klauseldichte: n — Anzahl atomare Formeln

e Erfiillbarkeitsrate und Aufwand



e Max-2-Sat ist NP-hart
Idee: zu jeder Klausel C; von F konstruiere eine 2-SAT-Klauselmenge
mit F = C; A ... A G, eine beliebige 3-SAT-Formel, mit C; =(AV BV C)i=1,..,m.
M : A, B, C, D (D neue atomare Formel)
M;: (mAV-B), (-BV =C), (-CV -A)
Ms;: (AV-D),(Bv-D),(CVv-D)

M; = My U M, U M3 hat genau 10 2-SAT-Klauseln und m zusétzliche neue atom-
are Formeln Dy, ..., D,,.

Losung von MAX-2-Sat ist min. so schwer wie die Entscheidung ob 3-Sat-Formel
erfiillbar oder nicht.

Max-2-Sat: Optimierungsproblem
3-Sat: Entscheidungsproblem

Die folgenden Aussagen sind dquivalent

1. Max-2-Sat-Instaz M hat Losung > 7m
2. 3-Sat-Instanz F hat Losung “JA”
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5 Resolution

Syntaktisches Verfahren zur Entscheidung der (Un-) Erfiillbarkeit einer Formel (KNF)

Resolvieren
Seien C; = {L11, ..., Lis, } und C2 = {L21, ..., Lo n, } zwei Klauseln mit Ly ; = =Ly ;
R=(C; —Ly;) V (C2 — Ly) Der Resolvent von C; und C; (nach Ly ;)

() leere Klausel (auch ein kleines Quadrat)

Resolutionslemma
F in KNF, R Resolvent zweier Klauseln von F: F = FU R

Beweis:

- passende Belegung fiir F passt auch fiir F U R
- durchgehen der Félle mit A(F) = 1
a) AL)=1
= A(C))=1und A(—-L)=0
AC-L)=1= AR) =1
b) A(L)=0
= A(C1)=1und A(L)=0
AC-L)=1= AR) =1
Deduktion, Deduktionskreis

Herleitung der leeren Klausel aus einer Klauselmenge F ist endliche Folge (Cy, ..., Cy)
von Klauseln mit C; = () und C; (i=1,...,q) ist resolviert aus Klauseln F U {Cy, ..., Ci_1 }

Deduktion der leeren Klausel = F unerfiillbar

Deduktionstheorem

F| = G < F — Gist Tautologie < F A =G ist unerfiillbar

Resolutionsschritte

Res(F) = F U {R | R ist Resolvent zweier Klauseln von F}
Res’(F) =F

Res"*1(F) = Res(Res"(F)),n=0,1,...

Resolventenhtille

Res*(F) = G Res" (F)
n=0

F = Res?(F) C Res'(F) C ... C Res*(F)
F = Res*(F)

aus n atomaren Formeln konnen hochstens 4" Klauseln entstehen
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e Resolutionssatz der Aussagenlogik

Klauselmenge F unerfiillbar < () € Res*(F)

Beweis:

— Korrektheit
sei () € Res*(F) = i> 0mit () € Res'(F) = Res'~! unerfiillbar = F unerfiillbar

- Vollstandigkeit
F unerfiillbar: per Induktion (nach Anzahl der versch. atomaren Formeln)
erreicht man Stelle an der leere Klausel resolviert wird

F| =G & () € Res*(F A —G)

e Resolutionsalgorithmus

Input: Formel F in KNF

1. transformiere ggf. F in Mengenschreibweise
2. n+« 0,Res[0] — F

3. Wiederhole
n — n+1, Res[n] <+ Res(Res(n-1))
bis ( () € Res[n] oder Res[n] = Res[n-1]
4. ist () € Res[n] than ”F ist unerfiillbar” else “F ist erfullbar”

e Bemerkungen

1. Fenthilt 2n Literale: Res*(F) € @22"
2. Aufwand zum Erfiillbarkeitstest: wieder bei 7' (Klauseldichte) 4,3 hoch (Phasen-
sprung)
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6 Unendliche Formelmengen / Endlichkeitssatz
Vor: hochstens abzdhlbar unendlich vielen atomaren Formeln

e Eine Menge M von Formeln ist erfiillbar genau dann wenn jede der endlichen
Teilmengen von M erfiillbar ist

Beweis:

- A Modell fiir M = dann erfiillt A auch jeden endl. Teilmenge

— fiir jede endliche Teilmenge existiert Modell

Sei M,, Menge aller Formeln aus M, die hochstsn Ay, A», ..., A, atomare Formeln
enthalten

= fiir jedes M, gibt es endl. Menge von Formeln {Fj, ..., F;}, sodass jede
Formel aus M,, semantisch dquivalent ist zu einer dieser Formeln

= Jedes Modell fiir M,, ist auch Modell fiir {Fj, ..., F; } und umgekehrt
Kernproblem: aus Modellen fiir M; ein Modell fiir M (Konstruktion iterativ)
Ausdiinnen der Indexmange I (bleibt unendlich)

iterativ konstruierte Belegung ist Modell fiir F
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